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1. Ââåäåíèå

Íàïèñàòü äàííóþ ñòàòüþ ìåíÿ âäîõíîâèëà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à:
Êàê èçâåñòíî èç òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà, äëÿ òîãî, ÷òîáû àíàëîãî-

âûé ñèãíàë ìîã áûòü îöèôðîâàí à çàòåì âîññòàíîâëåí, íåîáõîäèìî è äî-

ñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè áûëà áîëüøå èëè ðàâíà óäâî-

åííîé âåðõíåé ÷àñòîòå àíàëîãîãî ñèãíàëà. Ïðåäïîëîæèì, ó íàñ åñòü ñè-

íóñ ñ ïåðèîäîì 1 ñåêóíäà. Òîãäà f = 1/T = 1 ãåðö, sin((2 ∗ π/T ) ∗ t) =
sin(2 ∗ π ∗ t), ÷àñòîòà äèñêðåòèçàöèè 2 ãåðöà, ïåðèîä äèñêðåòèçàöèè 0,5

ñåêóíäû. Ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ, êðàòíûå 0,5 ñåêóíäû â ôîðìóëó äëÿ ñè-

íóñà sin(2 ∗ π ∗ 0) = sin(2 ∗ π ∗ 0, 5) = sin(2 ∗ π ∗ 1) = 0
Âåçäå ïîëó÷àþòñÿ íóëè. Êàê æå òîãäà ìîæíî âîññòàíîâèòü ýòîò

ñèíóñ ?

Ïîèñê â èíòåðíåòå îòâåòà íà äàííûé âîïðîñ íå äàë, ìàêñèìóì òîãî,
÷òî óäàëîñü íàéòè - ýòî ðàçëè÷íûå äèñêóññèè íà ôîðóìàõ, ãäå ïðèâîäè-
ëèñü äîâîëüíî ïðè÷óäëèâûå àðãóìåíòû çà è ïðîòèâ âïëîäü äî ññûëîê íà
ýêñïåðèìåíòû ñ ðàçëè÷íûìè ôèëüòðàìè. Ñëåäóåò óêàçàòü, ÷òî òåîðåìà Êî-
òåëüíèêîâà - ýòî ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðåìà è äîêàçûâàòü èëè îïðîâåðãàòü åå
ñëåäóåò òîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè. ×åì ÿ è çàíÿëñÿ. Îêàçàëîñü,
÷òî äîêàçàòåëüñòâ ýòîé òåîðåìû â ðàçëè÷íûõ ó÷åáíèêàõ è ìîíîãðàôèÿõ
äîñòàòî÷íî ìíîãî, íî íàéòè, ãäå âîçíèêàåò äàííîå ïðîòèâîðå÷èå ìíå äîë-
ãîå âðåìÿ íå óäàâàëîñü, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâà ïðèâîäèëèñü áåç ìíîãèõ
òîíêîñòåé è äåòàëåé. Ñêàæó òàêæå, ÷òî è ñàìà ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû â
ðàçíûõ èñòî÷íèêàõ áûëà ðàçëè÷íîé. Ïîýòîìó â ïåðâîì ðàçäåëå ÿ ïðèâåäó
äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, ñëåäóÿ îðèãèíàëüíîé ðàáîòå ñàìî-
ãî àêàäåìèêà [1].

2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êîòåëüíèêîâà

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, êàê îíà äàíà â ïåðâîèñòî÷íèêå 1:
Ëþáóþ ôóíêöèþ F (t), ñîñòîÿùóþ èç ÷àñòîò îò 0 äî f1 ïåðèîäîâ â

ñåêóíäó, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ðÿäîì

F (t) =
+∞∑
−∞

Dk
sinω1[t− k/(2f1)]

t− k/(2f1)

1Íà ñàìîì äåëå â ðàáîòå Êîòåëüíèêîâà ñôîðìóëèðîâàíî íåñêîëüêî òåîðåì. Íî ðå÷ü

ïîéäåò î ñàìîé ïåðâîé êàê ïî ïîðÿäêó òàê è ïî âàæíîñòè. Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî

òåîðåìà ôîðìóëèðóåòñÿ â ôîðìå "íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî". Äîêàçàòåëüñòâî îáðàòíîãî

óñëîâèÿ ìû îïóñòèì, ïîñêîëüêó îíî íå èìååò îòîøåíèÿ ê äåëó.
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ãäå k � öåëîå ÷èñëî; ω = 2πf1; Dk � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå îò F (t).
Äîêàçàòåëüñòâî: Ëþáàÿ ôóíêöèÿ F (t), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

Äèðèõëå (êîíå÷íîå ÷èñëî ìàêñèìóìîâ, ìèíèìóìîâ è òî÷åê ðàçðûâà íà ëþ-
áîì êîíå÷íîì îòðåçêå) è èíòåãðèðóåìàÿ â ïðåäåëàõ îò −∞ äî +∞, ÷òî
âñåäà â ýëåêòðîòåõíèêå èìååò ìåñòî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà èíòåãðàëîì
Ôóðüå:

F (t) =
∫ +∞

0

C(ω) cosωtdω +
∫ +∞

0

S(ω) sinωtdω

ò.å. êàê ñóììà áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé ñ ÷à-
ñòîòàìè îò 0 äî +∞ è àìïëèòóäàìè C(ω)dω è S(ω)dω, çàâèñÿùèìè îò ÷à-
ñòîòû. Ïðè÷åì

C(ω) =
1
π

∫ +∞

−∞
F (t) cosωtdt

S(ω) =
1
π

∫ +∞

−∞
F (t) sinωtdt

Â íàøåì ñëó÷àå, êîãäà F (t) ñîñòîèò ëèøü èç ÷àñòîò îò 0 äî f1, î÷åâèäíî

C(ω) = 0

S(ω) = 0

ïðè

ω > ω1 = 2πf1

è ïîýòîìó F (t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òàê:

F (t) =
∫ ω1

0

C(ω) cosωtdω +
∫ ω1

0

S(ω) sinωtdω

ôóíêöèè æå C(ω) è S(ω), êàê è âñÿêèå äðóãèå íà ó÷àñòêå

0 < ω < ω1

Çàìå÷àíèå àâòîðà: à êàê íàñ÷åò ãðàíè÷íûõ òî÷åê ?

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû âñåãäà ðÿäàìè Ôóðüå, ïðè÷åì ýòè ðÿäû ìîãóò,
ïî íàøåìó æåëàíèþ ñîñòîÿòü èç îäíèõ êîñèíóñîâ èëè îäíèõ ñèíóñîâ, åñëè
ìû âîçüìåì çà ïåðèîä äâîéíóþ äëèíó ó÷àñòêà, ò.å. 2ω1.

Ïðèìå÷àíèå àâòîðà: çäåñü íàäî äàòü ïîÿñíåíèå. Êîòåëüíèêîâ èñïîëüçó-

åò âîçìîæíîñòü äîïîëíèòü ôóíêöèè C(ω) è S(ω) òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

C(ω) ñòàëà ÷åòíîé, à S(ω) íå÷åòíîé ôóíêöèåé íà äâîéíîì ó÷àñòêå îò-

íîñèòåëüíî ω1. Ñîîòâåòñòâåííî íà âòîðîé ïîëîâèíå ó÷àñòêà çíà÷åíèÿ

ýòèõ ôóíêöèé áóäóò C(2∗ω1−ω) è −S(2∗ω1−ω). Ýòè ôóíêöèè îòðàæà-

þòñÿ îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé îñè ñ êîîðäèíàòîé ω1, à ôóíêöèÿ S(ω)
åùå è ìåíÿåò çíàê

Òàêèì îáðàçîì
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C(ω) =
∞∑
0

Ak cos
2π
2ω1

kω

S(ω) =
∞∑
0

Bk sin
2π
2ω1

kω

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

Dk =
Ak +Bk

2

D−k =
Ak −Bk

2
Òîãäà

C(ω) =
+∞∑
−∞

Dk cos
π

ω1
kω

S(ω) =
+∞∑
−∞

Dk sin
π

ω1
kω

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷àåì:

F (t) =
∫ ω1

0

+∞∑
−∞

Dk cos
π

ω1
kω cosωtdω +

∫ ω1

0

+∞∑
−∞

Dk sin
π

ω1
kω sinωtdω

Ïðåîáðàçóåì

F (t) =
+∞∑
−∞

Dk

∫ ω1

0

(cos
π

ω1
kω cosωt+ sin

π

ω1
kω sinωt)dω

Åùå ïðåîáðàçóåì

F (t) =
+∞∑
−∞

Dk

∫ ω1

0

(cosω(t− π

ω1
k))dω

Èíòåãðèðóåì è çàìåíÿåì ω1 íà 2πf1:

F (t) =
+∞∑
−∞

Dk
sinω1[t− k/(2f1)]

t− k/(2f1)
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3. Íåòî÷íîñòü â òåîðåìå Êîòåëüíèêîâà

Çà èñêëþ÷åíèåì îäíîãî ñîìíèòåëüíîãî ìîìåíòà âñå äîêàçàòåëüñòâî âûãëÿ-
äèò ñòðîãèì. Â ÷åì æå ïðîáëåìà ? Äëÿ ïîíèìàíèÿ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê îäíî-
ìó íå î÷åíü øèðîêî èçâåñòíîìó ñâîéñòâó îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
Îíî ãëàñèò, ÷òî ïðè îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè èç ñóììû ñèíóñîâ è êîñèíó-
ñîâ â èñõîäíóþ ôóíêöèþ, çíà÷åíèå ýòîé ôóíêöèè áóäåò ðàâíî

F (x0) =
limx→x0−0 f(x) + limx→x0+0 f(x)

2
òî åñòü âîññòàíîâëåííàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ïîëóñóììå çíà÷åíèé ïðåäåëîâ.

Ê ÷åìó ýòî ïðèâîäèò ? Åñëè íàøà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíàÿ, òî íè ê ÷åìó. Íî
åñëè â íàøåé ôóíêöèè åñòü êîíå÷íûé ðàçðûâ, òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïîñëå
ïðÿìîãî è îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå áóäóò íåñîâïàäàòü ñ èñõîäíûì
çíà÷åíèåì. Âñïîìíèì òåïåðü øàã â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû, ãäå èíòåðâàë
óäâàèâàåòñÿ. Ôóíêöèÿ S(ω) äîïîëíÿåòñÿ ôóíêöèåé −S(2 ∗ ω1 − ω). Åñëè
S(ω1) (çíà÷åíèå â òî÷êå ω1) ðàâíî íóëþ, íè÷åãî ïëîõîãî íå ïðîèñõîäèò.
Îäíàêî åñëè çíà÷åíèå S(ω1) íå ðàâíî íóëþ, âîññòàíîâëåííàÿ ôóíêöèÿ íå
áóäåò ðàâíà èñõîäíîé, ïîñêîëüêó â ýòîé òî÷êå âîçíèêàåò ðàçðûâ ðàâíûé
2S(ω1).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîé çàäà÷å ïðî ñèíóñ. Êàê èçâåñòíî, ñèíóñ -
íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ, îáðàç êîòîðîé ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå åñòü δ(ω −
Ω0) � äåëüòà ôóíêöèÿ. Òî åñòü â íàøåì ñëó÷àå, åñëè ñèíóñ èìååò ÷àñòîòó
ω1, ïîëó÷àåì:

C(ω) = 0

S(ω) = δ(ω − ω1)

Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êå ω1 ñóììèðóþñÿ äâå äåëüòà-ôóíêöèè îò S(ω) è
−S(ω) îáðàçóÿ íîëü, ÷òî ìû è íàáëþäàåì.

4. Çàêëþ÷åíèå

Òåîðåìà Êîòåëüíèêîâà, áåçóñëîâíî, âåëèêàÿ òåîðåìà. Îäíàêî îíà äîëæíà
áûòü äîïîëíåíà åùå îäíèì óñëîâèåì, à èìåííî

S(ω1) = 0

Â òàêîé ôîðìóëèðîâêå èñêëþ÷àþòñÿ ãðàíè÷íûå ñëó÷àè, â ÷àñòíîñòè ñëó-
÷àé ñ ñèíóñîì ó êîòîðîãî ÷àñòîòà ðàâíà ãðàè÷íîé ÷àñòîòå ω1, ïîñêîëüêó äëÿ
íåãî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Êîòåëüíèêîâà ñ ïðèâåäåííûì âûøå óñëîâèåì
íåëüçÿ.
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